Problemas de Mecanica Cudntica (para el Exdmen
Predoctoral)

1 Formalismo general

1. Problema: Consideremos un sistema cudntico que contiene sélo dos
estados linealmente independientes |1) y |2),

) = (é)
0

Supongamos que este sistema evoluciona por medio de un hamiltoni-
ano que, en la base {|1),|2)}, se representa por la matriz
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(a) Escribe el estado més general normalizado de este sistema.

(b) Supongamos que, al tiempo t = 0, el sistema se encuentra en el
estado |1). Determina el estado al tiempo ¢ > 0.

(c) Calcula el valor de esperado de la energia (F).

(d) Sialtiempot = ;- se efectua una medicién del estado del sistema,
icudl es la probabilidad de encontrarlo en el estado |1), y cudl de
encontrarlo en el estado |2)?

2. Problema: Supongamos que un sistema en un cierto momento se
encuentra en el estado [¢). En este momento, efectuamos una medicién
de un observable A. Como podemos calcular la probabilidad para
encontrar en esta medicién un resultado a para A contenido en el
intervalo [a1, ag]?



. Problema: Demuestra que

(] R — (x + q|

para cualquier niimero real q.

. Problema: Consideramos el operador

A d
= 71—
Q=ig "
actuando en el espacio de Hilbert de funciones complejas en el intervalo
[0, 27] que cumplen la condicién de periodicidad

f(o+27) = f(¢)

Es @ hermitico? Determina todos sus eigenvalores y eigenfunciones.

. Problema: Explica como se define un sistema completo de operadores
que conmutan.

. Problema: Considerar un gas de particulas libres de masa m no-
relativistas y sin espin moviéndose en una caja cuadrada tres-dimensional.
Encontrar una expresion para la densidad de estados p(F). Recordar
que p(E)dE se define como el nimero de niveles de energfa por unidad
de volumen entre £y F + dFE.

. Problema: Sea un sistema fisico con momento angular total igual a
uno. Escogemos una base que corresponde a los tres eigenvectores de
la componente z del momento angular, J,, con eigenvalores +1, 0, —1
respectivamente. Ahora damos un ensemble descrito por la matriz de
densidad escrita en esta base:
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(a) (Es p una matriz de densidad permisible?, da tu razonamiento.



(b) Asumiendo que es permisible, jdescribe un estado puro o un es-
tado mixto?.

(¢) Dado el ensemble descrito por p, ;Cual es el valor promedio de
J.7.

(d) ¢Cual es la desviacién estdndar en valores medidos de J,7.

2 Problemas en una dimension

8. Problema:

Una particula en una dimensién se mueve en el potencial del pozo
infinito,

00 <0
Viz)y=4 0 0<z<a
00 T >a

(a) Determina las eigenfunciones de energia normalizadas ¢, (x) y los
eigenvalores asociados Ei,.

(b) Supongamos que la particula tiene, al tiempo ¢ = 0, la funcién
de onda

¥(x,0) = N(61(2) + is(x))
Determina N, (x,t), p(x,t), y (z)(t).

(¢) Supongamos que la particula se encuentra en el estado con funcién
de onda

Y(xz) = Nz(a — x)

i. Determina la constante de normalizacién N.

ii. Determina el valor de esperado de la energia (F) en este
estado.



iii. Supongamos que efectuamos una medicién de la energia en
este estado. ;Cuadl es la probabilidad de obtener un resultado
diferente de la energia F del estado base? ;Si se efectua esta
medicion, y el resultado es que si E # Fj, cudl es la funcion
de onda del estado inmediatamente después de la medicién?

(d) Demuestra que cualquier solucién de la ecuacién de Schrédinger
para el pozo infinito cumple la relacion de recurencia

Y(x, t+T) = P(x,t)

donde T' = 4ma?/7h (con z,t arbitrarios).

9. Problema:

(a) Verifica que
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(a es una constante real) es solucién de la ecuacién de Schrédinger
(dependiente del tiempo) para el potencial

V(z) = %wQ:cQ

(b) Calcula p(z,t), y describe el movimiento que resulta.

(c) Calcula (x)(t), (p)(t), y <7dV/dx>(t), y verifica que se cumple el
teorema de Ehrenfest,

mo(z) = )
(—av/dz)

&
P
S3

I



10. Problema: Calcula el valor promedio

(&n|V|dn)

de la energfa potencial en el estado estacionario |¢,) del oscilador
arménico.

3 Momento angular

11. Problema:

Un espin % se encuentra en el estado (en la base estandar)

(i)

(a) Calcula la constante de normalizacién N.

(b) Si efectuamos una medicién de S, cual es la probabilidad de
obtener el valor +#/2?

(¢) La misma pregunta para Sg.

(d) Supongamos que medimos S,, y encontramos el resultado +%/2.
Cuadl es el estado inmediatamente después de la medicién? Si
después efectuamos una medicion de S, cudl es la probabilidad
obtener el resultado —h /27

12. Problema: Consideramos un sistema de dos particulas con espin %

cuyas variables orbitales se pueden ignorar. Sea el hamiltoniano del
sistema

H = w151, + waSs,

donde S;. es la proyeccion del espin S; en el eje z y w2 son constantes
reales. El estado inicial del sistema al tiempo ¢t = 0 es



13.

14.

$O) = = [1+-) == +]

Sl

Al tiempo t > 0 se mide S? = (S; + S3)2. ;Cudles son los posibles
resultados, y cudles son las probabilidades asociadas?

Problema: Supongamos que una particula se encuentra en el estado
con funcién de onda

B(x) = N(w+y +22) e

donde « es una constante positiva y N la constante de normalizacién
apropiada. Usa el hecho que
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para determinar, sin calcular la constante de normalizacién N, las
probabilidades de encontrar, en una medicién de L, en este estado, los
valores L, = —h,0, h.

Problema: Consideramos una particula con espin % en el estado de-
scrito por el espinor de Pauli [¢(r)] con (en coordenadas esféricas)

Ui(r) = Ne (Y0, 9) +2Y7(0,9)
¢ (r)

donde « es una constante positiva.

Ne Y] (0,¢) —iY(0. 9)]

(a) Determina la constante de normalizacién N.

(b) Se mide S,. Cuédles son los resultados posibles, y cudles las prob-
abilidades asociadas? Misma pregunta para L, y LZ.
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16.

17.

18.

19.

Problema: Tres particulas de espin 1/2 con operadores de espin Sy,
So, S3 estdn fijos a los esquinas de un tridngulo. Los espines inter-
actiuan por medio del Hamiltoniano de interaccién:

H = J(Sl'SQ+Sl'S3+SQ'S3)

Encontrar los niveles de energia del sistema y sus degeneraciones.

4 Potenciales centrales

Problema: Explica cual papel juega el momento angular en la clasi-
ficacién de los estados estacionarios del atomo de hidrégeno.

Problema: Positronium es un sistema ligado de un electréon y un
positrén. Decide si la energfa del estado de base de este sistema es (i)
igual a la energia del estado base del hidrégeno (ii) méas grande (iii)
mas pequeno.

Problema: Supongamos que un atomo de hidrégeno se encuentra
en el estado 433. Si en este momento medimos la observable Lﬁ +
L;, jcudles son los posibles resultados, y cudles las probabilidades
asociadas?

5 Teoria de la perturbacion

Problema: Para el oscilador armoénico con potencial

m
V(z) = —w?a?
2
determina el cambio de las energias EY debido al efécto de un termino

de perturbacion



H' = \z*

usando la serie de la perturbacion al primer orden.

20. Problema: Consideramos el potencial del pozo infinito en una di-
mension

00 z <0
Viz)=4¢ 0 0<z<a
) T >a

con un hamiltoniano de perturbacion

H =X\é(z —a/2)
donde A es una constante real.

(a) Cdlcula los eigenvalores de energfa F,, usando la teorfa de per-
turbacién al primer orden.

(b) Caélcula el estado base |¢1) al mismo orden.

21. Problema: Considerar una particula en un pozo infinito unidimen-
sional con:

00 z <0
V(iz)=1< 0 0<z<a
o xr>a

En el tiempo ¢ > 0 el potencial en el rango 0 < x < a cambia por un
término adicional dado por:



(a) Para t < 0 encontrar los eigenvalores de energfa E, permitidos
para la particula y sus correspondientes funciones de onda i, ().

(b) Supongamos que la particula estd en su estado base para ¢t < 0,
usar la teoria de perturbaciones dependiente del tiempo a primer
orden para encontrar la probabilidad de que la particula sea en-
contrada en el estado ¢, (z) con n > 1 en el tiempo t = co. jPara
cuales valores de n es la probabilidad anterior igual a cero?.

(¢) ;Cual es la probabilidad de permanecer en el estado base cuando
T — o00. Explica cualitativamente porque esperas que tu re-
Spuesta es correcta.

6 Dispersion no relativista

22. Problema: Consideramos el potencial en una dimensién

h2a? 1

m  cosh?(ax)

V(z) =
(a > 0). Demuestra que la funcién

_ L '
ik — atan (aa:)) oike

wk(ﬂt)ZA( ik+a

(k = /2mE/h) es una solucién de la ecuacién de Schrodinger in-
dependiente del tiempo con energia E positiva. Determina la forma
asintética de () para © — +00, y usa el resultado para determinar
los coeficientes de reflexién y transmisiéon Ry T

23. Problema:

(a) Explica (en manera cualitativa) porque el método de ondas par-
ciales en general es mas util para procesos de dispersién con baja
energia.

(b) Explica (en manera cualitativa) porque el método de Born en
general es més util para procesos de dispersion con alta energia.



24. Problema: Sea V (r) el siguente potencial central:

V(i) = =W, r<a
V(r) 0, r>a

donde a, Vy > 0.

(a) Demuestra que la solucién general de la ecuacién de Schrédinger
radial con £ >0y conl=0es

uko(r) = Asin(kr+ dp), r>a
= BsinK'r, r<a
donde
2mE

K' = \[k3+k?

(b) Ponendo A = 1, demuestra que

2
B =
k2 + k2 cos?(K'a)
00 = —ka+alk)

donde

alk) = arctan(%tan(K'a))

7 Particulas identicas

25. Problema: Calcula la energia del estado de base para un sistema de
cinco particulas identicas que se encuentran en el potencial de un



(a)
(b)

oscilador arménico en una dimensién

oscilador arménico en tres dimensiones

para ambos casos, bosones y fermiones.

26. Problema: Supongamos que tenemos tres particulas en un sistema
con sélo tres estados independientes, ¥, (), ¥p(x), v ¥e(x). {Cudntos
estados independientes existen en el sistema total de las tres particulas
si las particulas son (i) distinguibles (ii) bosones identicas (iii) fermiones
identicas?

27. Problema:

(a)

Un sistema de dos particulas distinguibles de espin % se encuentra
en el estado

1 1
) = ﬁ|1+>®‘2_>_ﬁ|1_>®|2+> (1)

donde | i+) denota el eigenestado normalizado con eigenvalor
:l:% de la componente z del vector de espin, S;., en el espacio
de la particula i. Si efectuamos una medicién simultanea de las
observables S1; y So., j cudl es la probabilidad de obtener el
risultado S1, = +% y Sy, = — 17

Un sistema de dos fermiones identicas de espin % se encuentra en
el mismo estado (1). Si efectuamos una medicién simultanea de
S, para ambas particulas, ; cudl es la probabilidad de obtener el
resultado —l—% para una particula, y —% para la otra?

Las ecuaciones de Dirac y de Klein-Gordon

28. Problema: Describe las razones porque, historicamente, la ecuaciéon
de Klein-Gordon no se consideré una ecuacién apropiada para con-
struir una mecénica cuéntica relativista.



29. Problema: Describe la resolucion del problema de las energias nega-
tivas en el marco de la teoria de Dirac.

30. Problema: Empezando con la forma hamiltoniana de la ecuacién de
Dirac

g;l) + Bmc*y

(3

0y he 3
h'LE = 7;0[1

lleva a cabo la construccion de la corriente de probabilidad J* y de-
muestra que se cumple la ecuaciéon de continuidad %J H=0.

31. Problema: Calcula el espectro de energias de un electréon relativista
en un campo magnético constante al largo de la direcciéon z, B =
(0,0, B):

(a) Escribe la ecuacién de Dirac en la forma hamiltoniana,

3
i%f - ? 3 ai<i + ieAu)w + Bmcp + e A%

" = \oxt

(b) Demuestra que, para un campo puramente magnético en el eje z,
el cuadri-vector (A*) se puede seleccionar como (0,0, Bz, 0).

(¢) Usando la representacién de Dirac,

OO'Z‘ 1 0
O‘i:<ai 0)’ ﬂz(o —1>

busca las soluciones estacionarias en la forma

‘- ()

y elimina x de las dos ecuaciones acopladas que resultan.

(d) Resuelve la ecuacién para ¢ usando el ansatz

o(r) = ei(pyyﬂ?zZ)f(x)

y resultados conocidos sobre el oscilador arménico.



